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摘要       声子水动力学是研究介电固体中热输运的有效宏观方法,它具有清晰直观的物理图像和简洁统一的

数学描述. 本文总结了声子水动力学的理论基础、历史脉络、前沿进展与应用. 从其历史发展看,声子水动力

学经历了经典声子水动力学、唯象声子水动力学以及广义声子水动力学3个阶段. 论文首先回顾了经典声子水

动力学的统一动理论框架, 通过声子Boltzmann方程的Chapman-Enskog渐近展开推导, 介绍了前人所得到的不

同形式的声子水动力学方程的条件和适用范围. 随后总结了唯象声子水动力学的主要概念和内容及在微纳尺

度热输运中的应用,并阐明了其沿袭经典声子水动力学发展的历史逻辑与局限性. 同时,为了推广声子水动力

学在复杂系统中的应用, 本文介绍了基于声子水动力学理论的数值方法的最新进展, 包括声子格子Boltzmann
算法和声子Monte Carlo方法等. 为了能让声子水动力学更准确地描述微纳系统中的热传递规律,本文还展望了

声子水动力学的未来发展趋势,阐释了广义声子水动力学的内涵和外延,深入探讨了其非平衡热力学的理论基

础. 本文力图促进声子水动力学的进一步发展及其在揭示极端条件热输运机理方面的应用.
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1  引言

传热学是一门古老的学科,其基本理论框架最早可

追溯到Fourier发表的经典论著《热的解析理论》[1]. 传
热学不仅对理论科学如数学、热力学和统计物理学

等产生过关键的推动作用 , 而且在化工过程、能源

环境和航空航天等工程问题中具有广泛而重要的应

用. 传热的热载子主要包括4种: 分子、电子、光子和

声子[2], 本文主要探讨介电固体和半导体中的声子热

输运.
在20世纪末期,随着微纳加工技术和纳米科技的

高速发展, 微电子机械系统(Micro-Electro-Mechanical
Systems, MEMS)、纳电子机械系统(Nano-Electro-Me-
chanical Systems, NEMS)[3]和微流控和纳流控系统(Mi-
crofluidics and Nanofluidics)[4]等应运而生. 这些系统的

尺度通常在几十纳米至亚微米量级之间,远小于人们
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通常所处宏观世界的米量级. 随着连续介质假设的失

效,经典的Fourier导热理论在纳米系统中可能不再成

立[5,6]. 对微纳尺度热输运的深刻认识既有利于传热理

论的进一步发展[7–9],又有益于解决纳米系统中遇到的

很多重要的热问题如微纳电子器件散热及热管理[10].
因而,亟需发展和完善用于描述微纳尺度热输运的理

论和方法.
微纳尺度的热输运理论从描述层次的角度可分为:

微观方法、介观方法和宏观方法[11]. 微观方法主要包

括分子动力学模拟方法[12]和第一性原理计算方法[13]等,
直接描述系统中所有分子或原子等热载子的微观运动,
该类方法计算量大,一般只适用于很小的纳米结构. 介
观方法是指基于声子动理论(Phonon Kinetic Theory)的
建模,通过求解声子Boltzmann方程,获得系统中微观

粒子的分布信息,再统计平均得到描述热输运过程的

宏观量(如温度、热流密度等)[14]. 相比于微观方法,介
观方法舍弃了大量的微观信息,可适用于更大尺度的

热输运问题,但高维Boltzmann方程的求解及其复杂碰

撞项的处理仍然是一个很大的挑战[15]. 目前国际上研

究微纳尺度热输运的主流还是主要基于介观和微观方

法(获得声子信息,包括色散关系、弛豫时间等)[16–18].
尽管这些方法可获得绝大部分微纳尺度热输运问题的

细致描述,但涉及复杂繁琐的数值计算,丢失了理论的

简洁性和物理图像的统一性. 因而,人们未曾放弃发展

简洁统一宏观方法的努力. 宏观方法是基于系统的宏

观状态变量描述微纳尺度热输运过程,只需求解类似

于Fourier定律的宏观导热方程[19,20],具有简单的数学描

述和清晰的物理图像. 现有的宏观方法主要包括: 声子

水动力学模型(Phonon Hydrodynamic Model)[21,22]、双

相延滞模型(Dual-Phase-Lag Model)[23]、弹道-扩散模

型(Ballistic-Diffusive Model)[24]和热子气模型(Thermon
Gas Model)[25]等 . 在这些宏观模型中 , 声子水动力

学模型具有严格的统计物理基础 , 可从介观的声子

Boltzmann方程通过数学多尺度分析(粗化)过程导出;
此外 , 声子水动力学还可借鉴成熟而丰富的流体力

学理论和模型. 值得注意的是,声子水动力学(Phonon
Hydrodynamics)中的“水动力学”一词源于历史[26], 强
调声子输运的共性及其描述的宏观性,区别于更早出

现的“声子动力学”(Phonon Dynamics), 因此其内涵与

流体力学中的“水动力学”(通常指液体动力学)一词有

所不同.

声子水动力学的研究起源于20世纪中叶对低温介

电固体中热波现象的探索[27]. Guyer和Krumhansl[21,26]

采用本征值分析方法求解声子Boltzmann方程第一次

获得了声子水动力学方程(G-K方程), 并从理论上预

言了水动力学主导时的非稳态热输运过程将出现热

波. 该理论预言很快被固体氦中观测到的热波现象

所证实[28]. 后续的数学、物理学家们对声子水动力学

理论开展了大量的研究工作,采用其他半解析技术如

Chapman-Enskog展开、矩方法等求解声子Boltzmann
方程导出了系列的声子水动力学方程[29–31]. 这些工作

在本文称为“经典声子水动力学”,将在第3.1节中纳入

本文提出的一个统一动理论框架. 真正应用声子水动

力学模型研究微纳尺度热输运则归功于以Jou为代表

的欧洲学者[22]. 他们的工作主要受到微纳尺度导热与

微纳尺度气体流动相似性的启发,经验性地将只适用

于低温的经典声子水动力学方程用于解释常温下微

纳结构中的热输运现象,边界条件则直接借用微纳尺

度气体流动中的滑移边界条件[32]. 声子水动力学给微

纳尺度热输运提供了一个崭新的视角,虽然与微观理

论联系的缺失使其丧失了一定的严格性,但它清晰的

物理图像和简单的数学描述无疑大大促进了宏观热

输运理论的发展,在本文中称为“唯象声子水动力学”,
将在第3.2节中予以详细介绍.

本文将系统地介绍声子水动力学的理论基础、历

史脉络以及在微纳尺度热输运中的应用,并展望声子

水动力学的未来发展趋势. 本文的结构安排如下: 第2
节将给出声子输运的理论基础,包括声子的基本概念

和声子输运的多层次理论描述体系; 第3节将详细介

绍声子水动力学的介观统计基础及宏观模型,包括经

典声子水动力学和唯象声子水动力学; 第4节将总结

声子水动力学的数值框架及在微纳尺度热输运中的

应用,主要包括声子格子Boltzmann模拟和直接Monte
Carlo模拟; 第5节将简要阐述“广义声子水动力学”的
概念,指出现有声子水动力学的局限性和未来的发展

方向,并系统地探讨微纳尺度输运的热力学基础.

2   声子输运的理论基础

2.1   声子的基本概念

声子是一种准粒子或虚拟粒子,是用于描述介电
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固体或半导体中晶格振动热传递的模型[2]. 声子的概

念最早由Einstein[33]和Debye[34]在研究低温晶体比热容

问题时引入的. 就其本质而言, 从经典力学的角度来

看,声子是晶格振动产生的格波波包;从量子力学的角

度来看,声子是晶格系统的最小能量单元. Peierls[35]将
平衡态声子模型推广到适用于热传递的非平衡声子

模型, 并提出了描述声子输运的声子Boltzmann方程,
也称为Peierls-Boltzmann方程[14].

2.2   声子输运的多层次理论描述体系

对于真实粒子(分子、原子)组成的流体系统,其理

论描述通常包含3个层次[36]: 微观粒子动力学层次(Dy-
namic Level)、基于统计的动理学层次(Kinetic Level)
和宏观水动力学层次(Hydrodynamic Level), 如图1(a)
所示. 这3个描述层次的详细程度不同,所包含的系统

信息量也不同. 粒子动力学层次的信息量最大, 基于

每个微观粒子的Newton运动学方程(或Liouville方程)
直接描述所有粒子的微观运动信息. 由于流体系统的

粒子数目通常非常大,运动信息的初始条件很难确定,
直接的微观描述往往不现实或不可能. 对于气体流动,
大部分情况下粒子间相互作用以二元碰撞为主,且粒

子是不可区分的,描述两个粒子组成的系统的力学规

律则足够. Boltzmann进一步提出了分子混沌假设,认
为如果两个粒子之间的关联可以忽略,则可获得单粒

子分布函数的演化方程,即Boltzmann方程,从而奠定

了流体系统动理学描述的基础. Boltzmann方程属于

介观层次的理论,用于描述人们所处宏观世界的流体

输运则显得复杂低效. 因而人们可以通过进一步模型

简化,从Boltzmann方程粗化得到宏观Navier-Stokes水
动力学方程,即基于系统的宏观状态变量描述流体的

输运过程.
流体输运的多层次理论描述体系相对完善,在很

多统计力学的专著中均有叙述和解释,但声子输运的

理论描述体系尚不成熟. 本文对照真实粒子的流体系

统,给出了声子输运的多层次理论描述体系,如图1(b)
所示,试图为声子水动力学构建一个牢固的概念框架.
声子输运的微观、介观和宏观描述将在下面依次予

以简介.

2.2.1  微观描述

声子输运的微观描述给出晶格振动的力学规律,

图 1    流体输运和声子输运的多层次理论描述体系. (a)流
体输运; (b) 声子输运
Figure 1          Hierarchical theoretical descriptions of fluid transport and
phonon transport. (a) Fluid transport; (b) phonon transport.

包括经典力学和量子力学两个角度. 以一维单原子晶

格链为例, 基于经典力学, 晶格原子振动满足Newton
运动学方程[7]:

= ++( )m
u
t

u u u
d

d
2 ,j

j j j

2

2 1 1 (1)

其中, m代表原子的质量, u代表原子偏离平衡位置的

位移量, j为原子的编号(j=0,1, 2, ···,N).相邻原子之间

的相互作用假设为简谐作用,弹性力常数为κ. 式(1)具
有如下形式的周期解:

=u A t kjaexp[ i( )],j (2)

其中, a为原子间平衡位置的间距, A, ω, k分别为晶格

振动简谐波(格波)的振幅、角频率和波数. 将式(2)代
入式(1), 可获得格波的色散关系:

=
m

ka2 sin
2

. (3)

实际晶体中的晶格振动存在很大范围的频率分

布(不同的模态), 在某一个模态(ω0, k0)附近的格波叠

加将产生一个局域波包的传递. 该局域波包只在很小

的空间范围内存在能量分布,因而具有“粒子”的特性,
即为“声子”的经典力学图像[2]. 声子的描述还可以从

量子力学出发,对于一维单原子晶格链,其Hamilton函
数为
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= + +H mu u u1
2

1
2

( ) .
j

j j j
2

1
2

(4)

式(4)表明单原子晶格链是一个耦合的相互作用

系统 , 直接在实空间中求解Schrödinger方程很困难 .
为了使原子之间的相互作用解耦,可引入Fourier空间

的声子坐标Qk,该声子坐标是实空间中的原子坐标的

Fourier变换[37]. 因此,晶格系统的Hamilton函数变成彼

此独立的一维谐振子的Hamilton函数之和:

= +H mQ Q m Q Q1
2

1
2

,
k

k k k k k
2 (5)

其中, =
m

ka2 sin 2k 与基于经典力学获得的色散

关系式(3)一致 . 此外 , 从经典力学中的式(2), 通过

Born-Karman周期性边界条件(u0=uN), 可获得色散关

系式(3)中波数的离散取值, 与量子力学中的分立能

级取值一致[7]. 式(5)对应系统的解很容易获得 , 其
Hamilton函数的能量本征值为

= + =E n n1
2

, 0, 1, 2, ,k k k k (6)

其中, nk为谐振子的能级或处于模态(ωk, k)的平均声

子数目 , 且满足Bose-Einstein分布(亦称Planck分布),
= h / 2 为约化Planck常数, h为Planck常数. 式(6)中

的最小能量单元ħωk称为“声子”, 与光子的定义类似,
这便是声子的量子力学图像.

2.2.2  介观描述

当系统的尺寸远大于声子的主波长时,声子的波

动效应(相干性等)[38–40]可以忽略, 声子的输运过程描

述可基于粒子图像 , 其介观描述的控制方程为声子

Boltzmann方程[14]:

+ + =v
Ff

t
f f C f( ),kg (7)

当系统不受外力(F=0)时, 式(7)简化为

+ =v
f
t

f C f( ),g (8)

其中, 声子分布函数为f≡f(x, t, k), 其物理意义是: f(x,
t, k)dxdk表示某一时刻t在物理空间间隔(x, x+dx)和波

矢空间间隔(k, k+dk)附近找到声子的概率统计数目.
波矢k是波数k的矢量形式, 与声子微观准动量(晶体

动量)相关: p=ħk. vg是声子的群速度, 表征格波的能

量传播速度, 可从声子的色散关系ω=ω(k)计算获得:
vg=∇kω. C(f)是声子碰撞项,表征由于声子散射过程所

致的声子分布函数的变化. 根据碰撞动力学的守恒

特性, 声子散射过程包括两大类: 声子准动量守恒的

N过程(Normal Process)和声子准动量不守恒的R过程

(Resistive Process). 其中R过程通常又包括: 三声子U
过程(Umklapp Process)、声子-缺陷散射和声子-边界

散射. 声子散射过程的粒子数通常不守恒, 但能量总

是守恒的. R过程损失了部分声子准动量,是晶体热阻

的直接产生来源, 而N过程则通过改变声子的频谱分

布间接产生热阻.
原始声子碰撞项十分复杂, 使得声子Boltzmann

方程的求解十分困难. 与气体输运的Boltzmann方程

碰撞项的BGK近似模型[41]类似,前人对声子碰撞项也

提出了简化模型. 声子碰撞项的简化模型主要有两

个, 一个是Callaway在研究低温晶体热导率模型时提

出的双弛豫时间近似,另一个是与BGK模型相似的单

模态弛豫时间(Single Mode Relaxation Time, SMRT)近
似. Callaway的双弛豫时间近似认为N过程和R过程

依次使得声子的分布函数趋向于一个偏移(Displaced)
Planck分布和平衡Planck分布[42]:

=C f
f f f f

( ) ,N
eq

N

R
eq

R
(9)

其中, τN, τR分别是N过程和R过程的声子弛豫时间,偏
移Planck分布和平衡Planck分布的表达式分别为

= [ ]k u
f

k T
1

exp ( ) / 1
,N

eq

B
(10)

= ( )f
k T

1
exp / 1

.R
eq

B
(11)

式(10)中的u为声子的漂移速度, 是一个与声子热流

直接相关的宏观速度, 将在后文给出定量解释, kB为
Boltzmann常数. 单模态弛豫时间近似则认为每个声

子模态在散射过程中相互独立、互不关联,散射过程

使得声子分布函数趋向于平衡Planck分布[7]:

=C f
f f

( ) ,R
eq

(12)

其中, τ为总弛豫时间, 通常可由Matthiessen定则将不

同声子散射过程的弛豫时间叠加获得. 前人的研究表

明,当晶体中N过程比例很小时,单模态弛豫时间是一
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个近似合理的简化模型,可获得对晶体热导率较为准

确的描述[43,44]; 而当晶体中N过程比例很大或者主导

时, 声子之间的关联作用和集体效应变得重要, 单模

态弛豫时间近似将带来较大误差[45],而双弛豫时间近

似可获得与原始碰撞项相当的晶体热导率结果[46,47].

2.2.3  宏观描述

声子输运的宏观描述基于导热方程,可以从介观

层次的声子Boltzmann方程导出. 经典声子水动力学

的发展主要基于双弛豫时间近似下的声子Boltzmann
方程, 这是因为低温介电固体中N过程的比例通常远

大于R过程 , 其详细推导将在第3.1节中给出 . 事实

上, 最常见的声子水动力学方程是Fourier定律, 该导

热方程可从单模态弛豫时间近似下的声子Boltzmann
方程导出, 本节将进行简单介绍. 将式(12)代入声子

Boltzmann方程(8)可得

+ =v
f
t

f
f f

.g
R
eq

(13)

对于Fourier定律成立的导热过程,声子分布函数偏

离平衡分布尚不太远,故有近似关系: f f .R
eq 考

虑一个稳态导热过程, 则式(13)简化为

vf f
f
T

T .R
eq R

eq

g (14)

根据热流密度的微观定义式:

=q v f
D( )

4
d d ,g

将式(14)代入即可获得经典Fourier定律:

=q T , (15)

其中,

= v v
D f

T
( )
4

d dR
eq

g g

为热导率张量的微观表达式, D(ω)为声子态密度函数.
实际中的大部分晶体各向异性很弱,可做各向同性假

设, Fourier定律式(15)退化为通常的形式 =q T ,其
中热导率的微观表达式变为

= C v l
1
3

( ) ( )d ,g (16)

其中 , 谱体积比热容为 =C D
f
T( ) ,R

eq

声子平均

自由程为 =l v( ) ( ) ( ) .g 声子群速度和弛豫时间

一般都依赖于声子的频率 , 当都以一个平均值代替

时 , 从式(16)可以得到热导率的动理论简化表达式:

= Cv l1
3 ,g 其中C为晶体的体积比热容.

3   声子水动力学

3.1   经典声子水动力学模型

本节将利用Chapman-Enskog渐近展开方法[48]求

解双弛豫时间近似下的声子Boltzmann方程,在不同阶

次的近似下导出前人采用不同方法得到的绝大部分

声子水动力学方程,为经典声子水动力学提供一个清

晰的统计物理基础.
双弛豫时间近似下的声子Boltzmann方程可通过

将式(9)代入方程(8)得到

+ =v
f
t

f
f f f f

.g
N
eq

N

R
eq

R
(17)

由于不同晶体的声子性质差异很大,即群速度和

弛豫时间的频谱依赖性非常不同,为了捕捉声子热输

运的主要宏观特性并得到一个统一的声子水动力学

方程,本文的推导基于下述几个假设[11]: (1)各向同性

近似: 一个晶向的声子性质可代表整个波矢空间; (2)
灰色近似: 考虑3个等同的声学分支,忽略光学分支对

导热的贡献,声子弛豫时间为一个平均常数; (3) Debye
近似: 采用线性的声子色散关系ω=kvg,故声子群速度

的表达式为vg=kvg/k.
声子系统宏观状态变量的平衡方程是推导声子

水动力学导热方程的基础, 可通过在式(17)两侧分别

乘以相应的声子微观变量(ħω和ħk)并在全波矢空间积

分获得

+ =q
e
t

0, (18)

+ =
P Q P
t v

1 ,
g
2

R
(19)

其中 , 声子能量密度和动量密度分别定义为 :

=
ke f 3d

(2 )3
和 =P kfk 3d

(2 )3
. 这里“3”代表3个

等同的声学分支, “2π”来自波矢空间的最小体积单元.
在推导方程(18)和(19)时, 利用了声子散射过程(包括

N过程和R过程)的能量守恒定律和N过程的准动量守

恒定律. 基于Debye近似, 声子热流密度与动量密度
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具有如下的关系:

= =q v k Pf v3d
(2 )

.g 3 g
2

(20)

方程(19)中热流密度的通量的定义为

=Q v v kf 3d
(2 )

.g g 3

将式(20)代入方程(19)可得到热流密度的平衡方程:

+ =
q

Q
q

t
.

R
(21)

为了得到导热方程(热流密度和温度梯度之间的关

系式),必须将热流密度的通量Q表达为热流密度和温

度(能量密度)的显函数,这即是声子动理论中的封闭问

题(Closure Problem). 为了完成封闭问题,必须求解声子

Boltzmann方程(17). 下面采用多尺度Chapman-Enskog
展开方法进行求解.

Chapman-Enskog展开方法中,首先将声子分布函

数渐近展开为

= + + +f f f f ,0 1
2

2 (22)

其中, f0, f1和f2分别代表声子分布函数的零阶、一阶和

二阶近似,小参数ε在气体动理论中通常代表Knudsen
数(气体平均自由程与系统特征尺寸之比)[48], 但在这

里代表N过程和R过程声子弛豫时间之比, 即ε=τN/τR,
因为在声子水动力学区, 声子N过程的比例远大于R
过程,而Knudsen数的定义由于存在N过程和R过程的

两个声子平均自由程变得不明晰. 此外, 引入如下的

多重时间和空间尺度[49]:

= +
t t t

,
1

2

2
(23)

=
x x

,
i i1

(24)

其中, t1和t2分别代表对流(快)时间尺度和扩散(慢)时间

尺度, x1代表对流和扩散的空间尺度. 将式(22)–(24)代
入方程(17)可获得声子分布函数的各阶近似之间的关

联式:

=f f ,0 N
eq (25)

= +f f f
f
t

v
f
x

,i
i

1 R
eq

N
eq

N
0

1
g

0

1
(26)

=

+ +

f f f
f
t

f
t

f
t v

f
x v

f
x .i i

2 N
eq

R
eq

N g g
i i

0

1

0

2

1

1

0

1

1

1
(27)

利用式(25)–(27)即可获得声子分布函数的各阶近

似的表达式, 从而完成封闭问题. 由于偏移Planck分
布——式(10)的复杂性,演算过程十分繁琐,本文只给

出主要的逻辑脉络和计算结果,详细的推导过程请参

见文献[11]及其附录.

3.1.1  零阶展开解

考虑声子分布函数的零阶近似式(25), 可获得声

子Boltzmann方程的零阶展开解. 将式(25)代入热流密

度的通量的表达式可得

=Q v v kf 3d
(2 )

.g g N
eq

3 (28)

式(28)中的积分并不简单,因此,我们首先考虑偏

移Planck分布的近似表达式, 得到零阶展开解的亚一

阶近似, 然后再考虑完全的零阶展开解.

(1) 亚一阶近似

当声子的漂移速度u比较小时,对偏移Planck分布

进行Taylor展开至一阶,可得如下的近似表达式:

+ +( ) k uf f f f
k T

1 .N
eq

R
eq

R
eq

R
eq

B
(29)

将式(29)代入式(28)并在全波矢空间进行积分,可
得热流密度的通量的封闭表达式:

=Q Iv e
1
3

,g
2 (30)

其中, I为单位张量. 将式(29)分别代入声子能量密度

和热流密度的定义式并在全波矢空间进行积分可得

=
( )
( )

e
k T

hv

4

5
,

5
B

4

g

3 (31)

= =
( )
( )

q u u
k T

hv
e

16

15

4
3

.
5

B
4

g

3 (32)

式(31)表明, 低温下晶体的能量密度和温度的四

次方成正比 , 由于比热容是能量密度对温度的一阶

导数(CV=de/dT),因而这与著名的Debye比热容三次方

定律[34]是相符的. 从式(32)可得声子的漂移速度和热
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流密度之间的关系: u=3q/4e. 将式(30)和(31)代入方

程(18)和(21)可分别得到能量守恒方程和导热方程:

+ =qC
T
t

0,V (33)

+ =
q

q
t

T .R (34)

晶体热导率和体积比热容的表达式分别

为: = C v / 3V R g
2 和 = ( )C k T hv16 / 5V

5
B
4 3

g

3
. 方程(34)即

为Cattaneo-Vernotte (C-V)方程[50,51], 相比经典Fourier
定律还考虑了热流的弛豫效应 (热惯性效应 ). 方

程(33)和(34)与矩声子水动力学中的四场方程组[52,53]

也是一致的. 总之,声子Boltzmann方程的零阶展开解

的亚一阶近似可导出著名的C-V宏观导热模型.

(2) 完全零阶展开解

当不考虑偏移Planck分布的近似表达式, 直接计

算式(28)在全波矢空间的积分可得

=

+

( )

( )

( )

( )

Q I

uu

v
k T
hv

k T
hv

4
15

1
(1 )

16
15

1
(1 )

,

g
2

5
B

4

g

3 2 2

5
B

4

g

3 2 3 (35)

其中, 声子漂移速度和群速度的比例定义为: χ=u/vg.
将偏移Planck分布函数分别代入声子能量密度和热流

密度的定义式并在全波矢空间进行积分可得

=
+

( )
( )

e
k T

hv

4

15

3

(1 )
,

5
B

4

g

3

2

2 3 (36)

=
( )
( )

q u
k T

hv

16

15

1

(1 )
.

5
B

4

g

3 2 3 (37)

式 (35)–(37)的一维形式和前人的非线性四矩

声子水动力学中相应的表达式 [54]严格一致 . 结

合式(35)–(37)消去声子的漂移速度可得热流密度的

通量的封闭表达式:

= +
+

Q I
qq

v e
v

v e v e q
1
3

3

2 4 3
.g

2 g

g g
2 2 2 (38)

将式(38)代入方程(21), 可得如下的非线性导热

方程:

+ +
+

=

q qq

q
t

v e
v

v e v e q
1
3

3
2 4 3

.

g
2 g

g g
2 2 2

R

(39)

方程(39)与前人采用最大熵矩方法[29,55,56]、Grad
类型矩方法[30,57]和Chapman-Enskog展开方法[31,58]得到

的声子水动力学方程一致. 可见声子Boltzmann方程

的零阶展开解可以概括前人很多不同方法得到的声

子水动力学方程. 方程(39)中的非线性项将带来有趣

的热流饱和现象(Flux-Limited Behaviors)[59],这种现象

类似于流体力学中的壅塞现象[60],其大致的物理机制

如下: 当温度梯度比较小时, 系统中的导热处于线性

区域, 可由Fourier定律描述, 热流密度随着温度梯度

的增大线性地增大; 随着温度梯度的进一步增大, 系
统中的导热将进入非线性区域, Fourier定律将失效,
方程(39)中的非线性项的效应将起相当的作用, 热流

密度不会随着温度梯度的增大无限地线性增大,而是

存在一个最大值, 即饱和热流密度[61]. 由于具有较为

严格的动理论基础,声子水动力学模型可为描述这种

热流饱和现象的不同非线性导热模型提供一个衡量

和比较的标准[61].

3.1.2  一阶展开解

同时考虑声子分布函数的零阶近似和一阶近似,
可获得声子Boltzmann方程的一阶展开解. 声子分布

函数的一阶近似可通过将式(25)代入式(26)进行求解:

= +f f f
f
t

v
f
x

.i
i

1 R
eq

N
eq

N
N
eq

1
g

N
eq

1
(40)

理论上将偏移Planck分布的表达式代入式(40)即
可获得声子分布函数的一阶近似, 但计算非常繁冗.
这里采用3.1.1节中类似的策略, 即只考虑偏移Planck
分布的一阶近似表达式(29). 完全的一阶展开解目前

尚未给出具有清晰物理意义的宏观方程,导出的宏观

热输运方程包含很多非线性项, 形式相当复杂[31]; 当
然, 这些复杂的非线性项可能在经过适当简化后, 能
够描述热输运的高阶非平衡效应,这方面还需要未来

更多的工作. 将式(29)代入式(40),可得分布函数的一

阶近似:
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= +

× +

+

+ + +

+

+ +

+ +

+ + +

+

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

k u

k u

k u

k u

k u

f k T
k

k T f f

v
e

e
x

u
e

q
x

q
e

C
q
x f f

v k
k T

f f
v k

k T f k T

f f k T
v
k

k k
k T f f x

q
e

v
k k T

x f f
v k

k T

f f
v k

k T f k T

f f k T

1

4
3

4

1 1

1 2 1

1

1 3
4

1

1 2 1

1 .

i

1 N R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

R
eq

i

i

i j

j

i

V

j

j

i j

i

j

i

B B

g
2

1 1 N

1

g

B
2

g

B
2

B

B
2

g

B 1

g

1

g

B
2

g

B
2

B

B
2 (41)

将声子分布函数的一阶展开解(f=f0+εf1)代入热流

密度的通量的定义式, 即可获得其封闭的表达式. 当
忽略热流密度与温度梯度乘积的非线性项以及类似

于流体力学中的“体黏性”项[11],热流密度的通量的表

达式如下:

= + +Q I q I q qv e v
1
3

1
5

[( ) ( ) ],g
2

g
2

N
T (42)

其中 , 上标“T”表示张量的转置运算 . 将式 (42)代
入方程(21)可得如下的导热方程:

+ + = +
q

q q q
t

T v
1
5

[ 2 ( )] .R g
2

N R
2 (43)

方程(43)即为前人采用本征值分析方法求解线性

化的声子Boltzmann方程得到的G-K方程[21]. 当只忽略

热流密度与温度梯度乘积的非线性项(考虑“体黏性”
项), 热流密度的通量的表达式如下:

= +Q I q q q Iv e v1
3

1
5

( ) 2
3

( ) .g
2

g
2

N
T (44)

将式(44)代入方程(21)可得如下的导热方程:

+ + = +
q

q q q
t

T v1
5

1
3

( ) .R g
2

N R
2 (45)

方程(45)与G-K方程具有相同的形式, 只在热流

散度的梯度项前存在系数的差别,该方程曾被前人采

用本征值分析方法[62]和Grad类型矩方法[53]获得. 因

此, 声子Boltzmann方程的一阶展开解的亚一阶近似

可以导出著名的G-K声子水动力学方程 , 且当前的

Chapman-Enskog渐近展开方法相比本征值分析方法

更加简单和直观.

3.2   唯象声子水动力学模型

经典声子水动力学理论上只严格适用于低温(远
低于Debye温度)导热分析,而实际应用需求可能处在

室温及高温情况, 远高于理论适用范围. 为了适应需

求 , 近年来一些学者尝试将声子水动力学经验性地

拓展到高温情况,建立了相关的导热方程和热力学理

论, 虽然尚缺乏严格的理论基础, 但仍可解释和预测

一些非线性热输运现象, 具有很好的实用性, 故称之

为唯象声子水动力学模型. 唯象声子水动力学模型吸

收了很多气体动力学的物理图像和研究成果,特别是

近年来在发展过程中引入了微纳尺度气体流动的宏

观理论与模型[63,64], 可以很好地分析微纳尺度材料中

的非傅里叶导热现象. 该模型的物理图像中, 类比气

体流动受压差驱动产生质量流(宏观速度), 声子导热

受温差驱动产生热流, 故导热中的“温度”和“热流密

度”分别与气体流动中的“压力”和“速度”具有相似的

角色.

3.2.1  控制方程与边界条件

与传统导热相比,微纳尺度导热的主要特征之一

是非局域效应[22,65]. 该效应从物理和数学的两个角度

分别表现为: 物理上热流密度在边界附近由于受到声

子-边界散射的束缚作用而有所降低; 数学上可通过

热流密度的梯度项进行描述. 图2所示硅薄膜面向导

热(In-Plane Heat Transport,平行于薄膜边界的导热)的
截面热流密度分布即展现了微纳尺度导热中的非局

域效应[66,67]. 可以看出,截面热流密度偏离经典Fourier
定律给出的均匀分布. 非均匀的热流密度分布与微

纳尺度气体流动中的速度分布十分相似,都在壁面附

近存在一个有限的值. 基于这种相似性和G-K水动力

学方程(43)的数学特性(热流梯度项的存在),前人提出

了微纳尺度导热的声子水动力学模型, 采用G-K导热

方程来捕捉热输运的非局域效应[22,68]:
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图 2    室温(T=300 K)下硅薄膜面向导热的截面无量纲热流

密度分布示意图, 薄膜壁面为漫射表面, 考虑了4种不同的

薄膜厚度情况: h=200 nm, h=500 nm, h=2 μm, h=50 μm,硅的

声子弛豫时间和色散关系采用参考文献[66]中的数据,热流

密度分布基于Fuchs-Sondheimer模型[18,67]计算获得
Figure 2          Schematic of the dimensionless cross-sectional heat flux dis-
tributions for in-plane heat transport through silicon thin film at room
temperature (T=300 K). The lateral surface of thin film is assumed fully
diffuse, with four different thicknesses considered: h=200 nm, h=500
nm, h=2 μm, h=50 μm; the phonon relaxation time and dispersion rela-
tion of silicon come from ref. [66], whereas the heat flux distribution is
computed based on the Fuchs-Sondheimer model [18,67].

+ + = +
q

q q q
t

T l [ 2 ( )],R
2 2 (46)

其中 , l为声子的平均自由程 . 方程 (46)和原始的

G-K方程(43)有细微的差别(为了方便起见 , 并考虑

文献中的习惯,在后文中方程(46)仍被称为G-K方程),

热流密度的梯度项前的系数 v1
5 g

2
N R具有“长度”平方

的量纲因而被替换为l2. 这种替换具有一定的经验性

(“唯象声子水动力学”一词的来源), 但却抓住了微纳

尺度导热的主要数理特征, 并避免了N过程弛豫时间

的选取问题(常见的室温下微纳尺度导热中N过程通

常可忽略不计). 声子水动力学模型给微纳尺度导热

提供了一个简单的研究方法,它具有十分清晰直观的

物理图像,使得抽象的微纳尺度导热过程变得易于理

解;其简单的数学描述也有益于其在工程实际中的推

广与应用. 唯象声子水动力学的局限性和声子水动力

学模型的未来发展将在5.1节中进行讨论.
唯象声子水动力学模型的控制方程(46)是一个热

流密度的二阶偏微分方程,在求解微纳尺度导热的边

值问题时需要两个热流边界条件. 对于一个导热通道

而言, 给出在通道两壁面处的热流边界即可. 前人在

发展声子水动力学模型时,借鉴微纳尺度气体流动中

的速度滑移边界直接提出了热流密度的“滑移”边界

条件[22]:

=q
q

Cl
n

,w

w

(47)

其中, C为热流“滑移”系数, n代表边界的法向方向,下
标“w”代表变量在边界壁面处的取值. 后来,基于拓展

不可逆热力学的框架, 一阶热流边界条件式(47)又被

推广为二阶热流边界条件[68]:

=q
q q

Cl
n

l
n

,w

w

2
2

2

w

(48)

其中, α为用于描述边界粗糙结构所致的声子反向散

射(Backscattering)的热流“滑移”系数. 值得一提的是,
最近的一个工作[69]基于离散的Boltzmann方程推导了

热流边界条件式(47), 通过将声子分布函数分解为平

衡部分和非平衡部分,依次获得了体区域中的热流密

度和边界处的热流密度表达式. 这项工作尝试给唯象

声子水动力学的边界条件建立严格的微观基础,但尚

未给出热流“滑移”系数的具体取值. 需要注意的是,微
纳尺度导热与微纳气体流动在边界附近的行为有本

质的不同[11]. 严格来说, 微纳尺度导热中的热流密度

边界不能直接借用气体流动中的“滑移”边界;但在热

流边界的物理本质和数学描述尚未充分揭示之前,为
了方便起见, 本文暂时采用前人的“热流‘滑移’边界”
一词.

导 热 方 程 (46) 与 热 流 密 度 的 边 界 条 件 式

(47)和(48)组成了唯象声子水动力学模型的主体内容.
唯象声子水动力学模型自提出以来, 在微纳结构(包
括纳米线、纳米薄膜和纳米多孔材料等)中的热输

运问题中得到广泛的应用[70–79]. 这些应用在参考文

献[11,32]中有详细的总结,在本文的3.2.2节中只以纳

米薄膜中的面向导热为例展示唯象声子水动力学的

思想.

3.2.2  应用实例:纳米薄膜中的面向导热

考虑如图3所示的纳米薄膜中的稳态面向声子热

输运问题,薄膜的厚度为h,而长度和宽度方向的尺寸

均远大于薄膜厚度. 薄膜的面向施加一个均匀的温度

梯度−dT/dx,厚度方向的两侧壁面为绝热边界. 采用声

子水动力学建模,该导热过程变为温差驱动的二维声
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子气“流动”过程,类似于压差驱动的平板间Poiseuille
流动.

对 于 此 稳 态 声 子 输 运 问 题 , 基 于 能 量 平

衡方程(33)有热流密度的散度为零: ∇·q=0. 故声子水

动力学方程(46)退化为

= +q T
x

l
q

y
d
d

d
d

.x
x2

2

2 (49)

方程(49)的边界条件包括中心线上的对称边界和

壁面处的一阶热流边界:

= =

= =

y
q
y

y h q Cl
q
y

0,
d
d 0,

2,
d
d .x

x

x

(50)

第2个边界条件中的负号来自于上壁面处负的热

流梯度值. 方程(49)为热流密度的二阶非齐次常微分

方程,其通解为一个特解和相应齐次微分方程的通解

之和:

= +q y C
y
l

C
y
l

T
x

( ) exp exp d
d

,x 1 2 (51)

其中的未知系数由边界条件式(50)确定:

= =

+ +

×

C C

h
l

h
l C h

l
h
l

T
x

1

exp 2 exp 2 exp 2 exp 2

d
d .

1 2

(52)

故薄膜截面的热流密度分布解为

=

+

+ +

q y T
x

y
l

y
l

h
l

h
l C h

l
h
l

( ) d
d

1
exp exp

exp 2 exp 2 exp 2 exp 2

.

x

(53)

将热流密度分布沿着薄膜的截面积分即可获得

单位截面宽度上的面向总热流量:

= =Q q y y q y y( )d 2 ( )d .
h

h

x

h

xtot
/2

/2

0

/2

(54)

把式(53)代入式(54)并积分可得

=
+

Q T
x

h
l h h l

C h l
d
d

1
(2 / )tanh( / 2 )
1 tanh( / 2 )

,tot (55)

其中,双曲正切函数的定义式为tanh(x)=(ex−e−x)/(ex+e−x).
式(55)表明,纳米薄膜的面向总热流量低于经典Fourier
定律的预测值,这是声子受到边界的散射作用所致的

尺度效应. 基于Fourier定律的形式可以定义纳米薄膜

的面向有效热导率为: =Q T
x hd

d .tot eff 结合式(55)则
可获得面向有效热导率的表达式为

=
+
l h h l

C h l
1

(2 / )tanh( / 2 )
1 tanh( / 2 )

.eff
(56)

为了验证声子水动力学模型的有效性,考虑硅纳

米薄膜中的热输运问题, 将式(56)预测的面向有效热

导率值与文献中已有的实验测量值进行对比. 考虑室

温T=300 K[18,80–84]和高温T=400 K[85,86]两种情形,结果分

别如图4(a)和(b)所示. 硅体材料在室温T=300 K和高温

T=400 K的热物性如表1所示. T=300 K硅体材料的热

物性数据来自文献[87],而T=400 K的热导率值和比热

容值来自Knovel工程技术物性数据库. 认为T=400 K时
硅体材料的质量密度和声子群速度与T=300 K时的取

值相同,并利用热导率的动理论表达式 = c v l1
3 V g 反

推得到T=400 K时声子平均自由程的取值.
结果表明,声子水动力学模型可以较好地解释硅

纳米薄膜面向有效热导率的实验数据. 需要说明的是,
正如微纳气体流动中的速度滑移系数依赖于通道壁

面的表面性质, 热流“滑移”系数C也将与纳米薄膜的

表面情况密切相关. 由于尚缺少相关的理论或实验研

究结果,这里C暂取经验值0.02和0.2. 图4的结果表明,
C=0.2时, T=300 K和T=400 K两种情形中声子水动力学

模型的结果和实验数据均能吻合较好. 最后需要说明

的是,声子水动力学模型的经典文献中给出的纳米薄

膜面向有效热导率表达式与本文的结果略有不同[22]:

图 3    纳米薄膜面向导热及声子水动力学建模示意图
Figure 3          Schematic of in-plane heat transport through a nano thin film
and its phonon hydrodynamic modeling.
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图 4    硅纳米薄膜面向有效热导率随厚度的变化. (a) T=300 K; (b) T=400 K.符号为文献中的实验结果,实线(热流“滑移”系
数C=0.2)和虚线(热流“滑移”系数C=0.02)为声子水动力学模型的结果式(56)
Figure 4          Effective in-plane thermal conductivity of silicon nano thin film versus its thickness. (a) T=300 K; (b) T=400 K. The symbols represent
the experimental data from literature, whereas the solid line (heat flux “slip” coefficient C=0.2) and dashed line (heat flux “slip” coefficient C=0.02)
represent the result eq. (56) of phonon hydrodynamic model.

表 1    硅体材料T=300 K和T=400 K时的热物性
Table 1   The thermal properties of bulk silicon at T=300K and T= 400K

热物性 T=300 K值 T=400 K值

热导率(λ) 148 W/(m K) 101.9 W/(m K)

质量密度(ρ) 2328 kg/m3 2328 kg/m3

比热容(cV) 713 J/(kg K) 785 J/(kg K)

声子群速度(vg) 6400 m/s 6400 m/s

声子平均自由程(l) 41.79 nm 26.14 nm

= +
l

h
h
l

C h
l

1 2 tanh
2

tanh
2

.eff
(57)

前人的结果式(57)和本文的结果式(56)的差异来

源于截面热流密度分布求解思路的不同. 前人在求解

截面热流密度分布时将总热流密度分解为体区域的热

流密度和壁面处的热流密度: q=qb+qw,并假设二者是

相互独立、可线性叠加的. 基于无“滑移”热流边界条

件(边界处的热流密度为零)求解方程(49)获得体区域

的热流密度qb后,再利用式(47)求得边界处的热流密度

qw,将两者相加即可获得截面的总热流密度分布[11,32].
事实上, 当薄膜厚度远小于声子平均自由程(h l)时,
热流密度项将远小于其Laplace项(qx l2d2qx/dy2)因而

可以忽略, 方程(49)可近似简化为

=
T
x

l
q
y

d
d

d
d

.x2
2

2 (58)

方程(58)与流体力学中的Stokes方程[88]具有相同

的数学形式,其求解可采用前人文献中的线性叠加原

则. 但实际实验中的薄膜厚度与声子平均自由程相当

(h~l)甚至大于声子平均自由程(h>l), 方程(49)中的热

流密度项不可忽略, 线性叠加原则将失效, 采用本文

中的直接求解方法更加合理.

4   声子水动力学模拟及在微纳尺度热输运

中的应用

声子水动力学的应用对于简单几何结构中的微

纳尺度热输运问题可采用解析方法,如第3.2.2节中的

纳米薄膜面向导热. 但在工程实际中往往会遇到更

加复杂的几何结构, 如纳米多孔结构[89]、纳米网结

构[90]、纳米桁架结构[91]等. 这些复杂纳米结构中的声

子热输运问题很难获得解析结果,因而亟需发展声子

水动力学的数值求解框架. 经典水动力学中, 微纳气

体流动模拟的两种主要数值方法是: 格子Boltzmann
方法[92,93]和直接Monte Carlo方法[94,95],它们已经获得了

非常成熟的发展和广泛的应用. 相比而言, 声子输运

的格子Boltzmann方法和直接Monte Carlo方法尚处于

摇篮之中. 本节将介绍最近发展的声子格子Boltzmann
算法[96]以及国际前沿的高效、低噪的能量偏差声子

Monte Carlo方法[97–99].

4.1   声子输运的格子Boltzmann模拟

格子Boltzmann方法自提出以来受到广泛的关注

Downloaded to IP: 101.6.32.27 On: 2017-06-06 16:39:12 http://engine.scichina.com/doi/10.1360/SSPMA2016-00408



郭洋裕等 .  中国科学: 物理学 力学 天文学    2017年   第47卷   第7期

070010-12

和应用,主要源于以下3个优点[49,100]: (1)基于Boltzmann
方程,具有天然的动理论基础; (2)局域的求解特性,易
于实现并行运算; (3)易于处理复杂的几何边界. 利用

多尺度展开技术求解格子Boltzmann方程可严格恢复

相应的水动力学方程,因而,格子Boltzmann方法可看

作宏观水动力学的一种高效数值工具. 现有的声子水

动力学的格子Boltzmann方法主要包括2个分支: (1)求
解双弛豫时间近似下的声子Boltzmann方程(17),对应

G-K声子水动力学方程(43)[101,102]; (2)求解单模态弛豫

时间近似下的声子Boltzmann方程(13), 对应Fourier导
热方程(15)[87]. G-K方程的声子格子Boltzmann方程包

含两个弛豫项,使得介观数值格式与宏观水动力学的

关联十分复杂. 虽然文献[101]基于多尺度展开技术尝

试建立这种关联, 但仍未获得充分的成功, 主要体现

在如下3个方面: (1) 采用非物理的无量纲变量, 与实

际的参数取值尚有距离; (2) 采用的方形格子系统的

对角方向上引入了非物理的声子迁移速度,给热流密

度的计算带来偏差; (3) 忽略了声子性质的频率依赖

特性(频谱特性). 事实上, Fourier导热方程的声子格子

Boltzmann方法自提出以来[103,104]也一直存在上述几个

方面的问题,但相比G-K方程的声子格子Boltzmann方
法在数学上更简单.

因此,我们首先发展了单模态弛豫时间近似下的

声子格子Boltzmann算法, 严格地建立了介观数值格

式与Fourier导热方程和宏观物性之间的定量关系,解
决了上述三方面问题中的前两个, 为后续G-K声子水

动力学方程的格子Boltzmann方法的完善提供了技术

路线和理论基础. 下面将对该算法的理论框架予以

介绍 , 并给出数值验证及在纳米薄膜法向导热中的

应用.
声子格子Boltzmann算法的出发点是声子Boltz-

mann方程(13)的能量密度形式:

+ =v
e
t

e
e e

,g

eq

(59)

其中, 声子的平衡能量密度为

e f D( )d .eq eq

声子格子Boltzmann方程是方程(59)的一种差分离散

形式:

+ +

=

x c x
x x

e t t t e t
e t e t

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ,

i i i

i i
eq

r

(60)

其中, 无量纲弛豫时间定义为: τr=τ/Δt, Δt为格子时间

步长, 格子空间步长为: Δx=ciΔt, ci (i=1, 2, 3, ···,n)为
离散格子速度. 假设离散声子能量密度的各个分量相

等,且考虑温度足够高的情形以忽略比热容的温度依

赖性, 则离散的平衡声子能量密度为

= =e
n

e
n

C T
1 1

.i V
eq eq (61)

利用Chapman-Enskog多尺度展开技术求解格子

Boltzmann方程(60)可恢复宏观导热方程,并获得数值

参数与宏观物性之间的关联. 考虑如图5所示的3种格

子结构,分别用于模拟一维、二维和三维的声子输运

过程. 与经典水动力学的格子Boltzmann算法不同的

是,这里采用的格子结构的中心零速度分量没有计入.
这种区别来源于两个方面: (1) 声子散射过程的粒子

数守恒和质量守恒不再成立; (2) 声子是一种没有静

止质量的玻色子, 速度一旦为零则粒子消失. 下面以

典型的D2Q8格子结构为例给出Chapman-Enskog多尺

度展开的推导过程.
首先将 + +x ce t t t( , )i i 在e tx( , )i 附近进行Taylor

展开至二阶, 然后代入方程(60)可得

+ + +

=

x x

x x
t c x e t t t c x e t

e t e t

( , ) 1
2 ( , )

( , ) ( , )
.

i i i i

2

i i
eq

(62)

引入多重时间和空间尺度:

= +t t t/ / /1
2

2  和  =x x/ / ,1

这里的小参数ε为声子Knudsen数(声子平均自由程与

导热系统特征尺寸之比). 将声子的离散能量密度渐

近展开为: = + +x x xe t e t e t( , ) ( , ) ( , ) .i i i
(0) (1) 代入这

些表达式到方程(62)中可分别获得小参数ε的零阶、

一阶和二阶项:

=x xe t e t( , ) ( , ),i i
(0) eq (63)

+ =
x x

x
e t

t
c

e t
x

e t
( , ) ( , ) 1 ( , ),i

i
i

i

(0)

1

(0)

1

(1) (64)
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+

+ =

x x

x

e t
t

e t
t

c e t
x

( , ) 1 1
2

( , )

1 1
2

( , ) 0.i

i i

i

(0)

2 r

(1)

1

r

(1)

1

(65)

根 据 声 子 散 射 过 程 的 能 量 守 恒 定 律

=e e
i i i i

eq可得 : 对于r 1有 : e
i i

r( ) =0. 声子

的热流密度也可渐近展开为 : =x xq t q t( , ) ( , )(0)

+ +xq t( , ) .(1) 对方程 (64)和 (65)在所有的离散速

度方向i上进行求和, 并将两个方程结合可导出能量

平衡方程:

+ =
e
t

q
x

0, (66)

其中真实时间t′与格子Boltzmann方程中的时间t之间

的关系为: = ( )t t1 1 / 2 .r 声子系统的宏观变量可从

离散能量密度统计获得: 局域温度 = =e e C T
i i V 和

热流密度 =x xq t c e t( , ) ( , ) .
i i i 在方程(64)和(65)两

侧分别乘以离散格子速度ci并在所有的离散方向i上
进行求和,然后结合两个方程可获得下述的导热方程:

=q c e
x

3
4

.2
(67)

方程(67)即为Fourier导热定律 =q T x/ .再
结合声子热导率的动理论表达式 = C v / 3V g

2 和比热

容的定义式de=CVdT, 则可获得格子速度与声子群速

度之间的定量关系:

=c v
2
3

.g (68)

对于D1Q2和D3Q14两种格子结构,通过类似的推

导过程,同样可得到Fourier导热方程以及格子速度和

声子群速度之间的关系. 这3种不同的格子结构和相

应的格子速度系统地总结在表2中. 至此,建立了声子

格子Boltzmann方法的理论基础,准确地给出了数值参

数的取值. 相比而言, 前人的算法一般经验性地将格

子速度取为声子群速度[103–107]; 最近一个研究[87]则将

格子速度取为平均投影声子速度: 一维声子输运情形

为vg/2,二维声子输运情形为2vg/π. 后续的数值算例将

表明,只有基于严格导出的格子速度取值才能准确地

描述声子热输运过程. 声子格子Boltzmann方法的边界

处理与经典格子Boltzmann方法类似,   所以在此不予

图 5    声子格子Boltzmann方法的格子结构示意图. (a) D1Q2; (b) D2Q8; (c) D3Q14
Figure 5          Schematic of the lattice structures in phonon lattice Boltzmann method. (a) D1Q2; (b) D2Q8; (c) D3Q14.

表 2    声子格子Boltzmann方法的格子速度和群速度之间的关联
Table 2   Correlation between lattice speed and group speed in phonon lattice Boltzmann method

格子结构 离散速度分量 格子速度

D1Q2 ± c( 1, 0, 0) =c v
1
3 g

D2Q8 ± ± ± ±c c c( 1, 0, 0) , (0, 1, 0) , ( 1, 1, 0) =c v
2
3 g

D3Q14 ± ± ± ± ± ±c c c c( 1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) , ( 1, 1, 1) =c v
7

15 g
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介绍, 请读者参见文献[96].
为了验证新发展的声子格子Boltzmann算法,我们

用之于求解一个经典的二维稳态声子导热问题[87]. 该
导热过程发生在一个边长为L的正方形区域, 区域处

于均匀的初始温度Tc=299.5 K. 区域的上边界突然施

加一个恒定的高温热源Th=300.5 K,其他3个边界则保

持初始温度Tc不变. 在充分长的时间之后, 系统将达

到随时间不变的稳态. 该导热过程的Knudsen数设定

为Kn=l/L=0.005, 声子性质采用表1中硅体材料300 K
的数据. 采用D2Q8格子结构, 格子速度为2vg/3, 经网

格无关性验证后采用201×201的计算网格. 声子格子

Boltzmann方法(Lattice Boltzmann Method, LBM)的模

拟结果如图6所示,结果表明,当前的声子LBM可以同

时准确地描述温度分布和热流密度分布. 由于采用了

经验的格子速度,先前的声子LBM[87]虽然可准确描述

温度分布,但无法给出正确的热流密度分布.
采用验证后的声子格子Boltzmann方法模拟纳米薄

膜中的一维法向声子导热问题. 薄膜法向两侧分别施加

恒定的高温热源Th=300.5 K和低温热源Tc= 299.5 K.该
导热过程的Kn=l/h (h为薄膜厚度)考虑从0.001–50内的

值, 声子性质也采用表1中硅体材料300 K的数据. 采
用D2Q8格子结构,格子速度为2vg/3,经网格无关性验

证后采用1001×6的二维计算网格. 薄膜法向两侧使用

温度边界条件,面向使用周期性边界以实现法向的一

维输运. 声子格子Boltzmann方法的模拟结果如图7所
示. 结果表明, 纳米薄膜法向输运将在边界附近出现

温度跳跃, 且随着Kn数的增大, 边界附近的非平衡效

应增强, 温度跳跃值增大. 边界附近的温度跳跃揭示

了薄膜内声子与两侧热源的相互作用不充分,将增大

声子热输运的阻力,因而薄膜法向的有效热导率随着

Kn数的增大不断地降低,表现出强烈的尺度效应. 为
了说明新发展的声子格子Boltzmann算法的有效范围,
将当前的数值模拟结果与文献[108]中基于声子辐射

输运方程(Equation of Phonon Radiative Transfer, EPRT)
的准确结果或声子Boltzmann方程的Monte Carlo解(见
4.2节)进行对比. 基于EPRT方程的温度分布解必须通

过数值方法(离散坐标法等)获得, 但热流密度和有效

热导率则可借鉴热辐射输运理论中的已有模型得到

在全部Kn数范围内均成立的如下简单解析表达式[108]:

=
+ Kn

1

1 4
3

.eff (69)

图7(a)中的对比表明,当Kn数大于~1时,声子格子

Boltzmann方法给出的温度分布将偏离EPRT方程的准

确解或声子Boltzmann方程的Monte Carlo解,新算法不

再可靠. 这是因为当前声子格子Boltzmann格式是基

于小Kn数极限严格推导而来,所以其有效范围大约在

Fourier导热定律和温度跳跃边界条件能够给出正确解

图 6    二维稳态声子导热的格子Boltzmann模拟结果图. (a)无量纲温度分布; (b) x方向无量纲热流密度分布; (c) y方向无量

纲热流密度分布. 当前LBM的计算网格为201×201,格子速度为2vg/3,对比的先前LBM来自文献[87],计算网格为201×201,格
子速度为2vg/π. 圆圈符号表示当前LBM的数值结果,方形符号表示先前LBM的数值结果,实线表示该问题的解析解(详见文

献[96]). 无量纲坐标定义为X=x/L,无量纲温度和无量纲热流密度分别定义为: Θ=(T−Tc)/(Th−Tc)和Q=qL/λ(Tc−Th)
Figure 6          Lattice Boltzmann modeling results of two-dimensional steady-state phonon heat transport. (a) Dimensionless temperature distribution; (b)
x-direction dimensionless heat flux distribution; (c) y-direction dimensionless heat flux distribution. The grid is 201×201 in the present LBM, with
the lattice speed 2vg/3; the previous LBM for comparison comes from ref. [87] with a grid of 201×201 and lattice speed 2vg/π. The circles represent
the results by present LBM, the squares represent the results by previous LBM, whereas the solid lines denote the analytical solution (details in ref.
[96]). The dimensionless coordinate is defined as X=x/L, with the dimensionless temperature and heat flux defined respectively: Θ=(T−Tc)/(Th−Tc) and
Q=qL/λ(Tc−Th).

Downloaded to IP: 101.6.32.27 On: 2017-06-06 16:39:12 http://engine.scichina.com/doi/10.1360/SSPMA2016-00408



郭洋裕等 .  中国科学: 物理学 力学 天文学    2017年   第47卷   第7期

070010-15

图 7    室温下硅纳米薄膜法向声子导热的格子Boltzmann模拟结果图. (a) 不同Kn数下的无量纲温度分布, 考虑了4个Kn数
的情形: Kn=0.035, Kn=0.35, Kn=1, Kn=3.5,方块、圆圈和菱形符号为文献[108]中EPRT方程的离散坐标解,三角形符号为声

子Boltzmann方程的Monte Carlo解, 实线和虚线代表当前LBM的数值结果, 无量纲坐标定义为X=x/h, 无量纲温度的定义为

Θ=(T−Tc)/(Th−Tc); (b)法向有效热导率随Kn数的变化,实线为文献[108]中EPRT方程的解式(69),符号代表当前LBM的数值解
Figure 7          Lattice Boltzmann modeling results of cross-plane phonon heat transport through silicon nano thin film at room temperature. (a) Dimension-
less temperature distributions at four different Knudsen numbers: Kn=0.035, Kn=0.35, Kn=1, Kn=3.5, squares, circles and diamonds represent the DOM
solution of EPRT in ref. [108], triangles are the Monte Carlo solution of phonon Boltzmann equation, whereas the solid line and dashed lines denote the
numerical results by present LBM, the dimensionless coordinate is defined as X=x/h and the dimensionless temperature is defined as Θ=(T−Tc)/(Th−Tc);
(b) effective cross-plane thermal conductivity versus Kn, the solid line represent the solution eq. (69) of EPRT in ref. [108], whereas the symbols
represent the numerical results by present LBM.

的滑移区[64]内. 一个可能是巧合的事实是,无论Kn数
多大, 声子格子Boltzmann方法总能给出非常准确的

法向热流密度和有效热导率值, 如图7(b)所示. 薄膜

法向声子热输运看似简单 , 但远未被人们所充分理

解[109,110], 其背后蕴藏着很多传热理论的基本问题, 如
微纳尺度下温度的定义、温度跳跃的本质等,需要未

来的更多深入探索.

4.2   声子输运的直接Monte Carlo模拟

求解声子Boltzmann方程的数值方法通常包括两

大类: 确定型方法和随机型方法. 4.1节中介绍的格

子Boltzmann模拟属于确定型方法, 而本节将要介绍

的直接Monte Carlo模拟(Direct Simulation Monte Carlo,
DSMC)则是一种随机型方法. DSMC是一种基于概率

统计原理的粒子法,一个模拟粒子代表很多实际粒子

的集合,因而从描述层次的角度来看属于介观偏微观的

数值方法. 模拟粒子的迁移遵循经典力学的运动规律,
而粒子之间的相互作用则通过随机碰撞模型实现[94].
DSMC最早由Klitsner等人[111]和Peterson[112]引入声子输

运的模拟,但只考虑了简单的灰色近似和Debye晶体.
一个里程碑式的工作是Mazumder和Majumdar[113]在声

子DSMC(在声子输运的研究领域通常简称为MC,亦在

下文采用)中考虑了频率依赖的声子弛豫时间、非线

性色散关系和声子分支,从而实现了真实声子热输运

的模拟,计算的硅纳米薄膜有效热导率与实验数据符

合良好. 后续的许多工作继续发展和完善了Mazumder
和Majumdar提出的声子MC数值格式[114–119]. 近年来比

较重要的进展是Péraud和Hadjiconstantinou[97–99]发展的

能量偏差(Energy-Based Deviational)声子Monte Carlo方
法. 相比传统声子MC方法, 能量偏差声子MC有下述

优点: (1)模拟的声子散射过程严格满足能量守恒,无
需进行后续的人工增添或删减声子操作,简化了算法

流程并提高了计算精度; (2) 只模拟声子分布函数中

偏离平衡的部分,极大地提高了计算效率并降低了随

机统计噪音. 本小节将给出能量偏差声子MC的主要

思想和算法流程,其在微纳尺度热输运中的应用请参

见文献[90,91,97–99,120].
能量偏差声子Monte Carlo方法的出发点是单模

态弛豫时间近似下的声子Boltzmann方程(13)的一种

能量形式:

+ =v
e
t

e
e e

,g

loc

(70)

其中, eω= ħωf, 注意与方程(59)中的声子能量密度不
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同. 局域平衡分布 =e f ,loc loc f loc为基于局域伪温度

Tloc的Bose-Einstein平衡分布, 局域伪温度的计算基于

声子散射过程的能量守恒定律:

=
e T

D p
e D p( )

( , )d
( , )
4

d d ,
p p

loc
loc

(71)

其中, p代表声子分支,声子弛豫时间一般为声子频率、

声子分支和系统温度的函数: τ τ(ω, p, T).定义偏差能

量: =e e eTd eq,其中 = ( )e f TT
eq

eq , ( )f Teq 为基于参

考温度Teq (与空间和时间无关的常数)的Bose-Einstein
平衡分布,然后将方程(70)改写成偏差能量的形式[97]:

+ =
( )

v
e
t

e
e e e

.
Td

g
d

loc deq

(72)

方程(72)即为能量偏差声子MC方法求解的声子

Boltzmann方程形式,模拟粒子为偏差能量粒子,且设

定每个模拟粒子代表 eff
d 个实际偏差能量粒子. 该算

法的思想起源于Hadjiconstantinou课题组早期在气体

输运模拟中提出的降噪(Variance Reduction) DSMC方
法[121–123], 其精妙之处在于只对分布函数偏离一个参

考平衡态的部分进行计算和随机统计,因而相比传统

MC方法的计算量更小、统计噪音更低, 如图8所示.
根据参考平衡态的选取,能量偏差粒子的取值可正可

负, 如图8(b)中的符号标记.
能量偏差声子MC的算法流程主要包括如下步骤:

初始化、迁移步、采样步、散射步、边界处理. 下面

将依次简要介绍各个步骤,细节请参见原始文献[97].
假设计算区域一共由N个用于统计宏观量的元胞组成,
元胞j的体积为Vj, 其中的粒子编号集合为Cj. 首先进

行计算区域的初始化,粒子的频率和分支按照下述的

平衡分布函数进行赋值:

× ( )( )

D p

k T k T

( , )

1
exp / 1

1
exp / 1

,
B 0 B eq

(73)

其中, T0为计算区域的初始温度. 初始化后对所有的

粒子进行迁移操作,元胞中粒子的位置按下式进行更

新: x(t+∆t)=x(t)+vg∆t, ∆t为模拟的时间步长. 迁移步后,
对每个元胞中的局域温度和局域伪温度进行采样统

计,元胞j的局域温度Tj通过对下面的局域能量密度关

系式进行逆数值积分获得

图 8    传统声子MC和能量偏差声子MC示意图. (a)传统声

子MC中,对整个分布函数进行计算和随机统计; (b)能量偏

差声子MC中,对分布函数偏离一个参考平衡态的部分进行

计算和随机统计(该图改编自参考文献[97])
Figure 8          Schematic of traditional phonon MC and energy-based de-
viational phonon MC. (a) In traditional phonon MC, the whole energy
distribution function is computed and integrated; (b) in energy-based de-
viational phonon MC, the deviation of energy distribution function from
a reference equilibrium state is computed and integrated (This figure is
redrawn based on ref. [97]).

=

× ( ) ( )

E
V D p

k T k T

( , )

1
exp / 1

1
exp / 1

d ,

p

j

j

jB B eq

(74)

其中, ∆Ej为元胞j中的偏差能量,可通过直接对元胞j中
所有的粒子求和而得 ΔEj= +( )N N ,j jeff

d +N j 和N j 分

别代表正能量偏差粒子和负能量偏差粒子的数目 .
获得局域温度后 , 可依次计算每个元胞的偏差伪能

量 Ej和局域伪温度T jloc, :

= ( )E
s i

p T
( )

, ,
,

i C
j

i i j
eff
d

j
(75)

=

×

( )

( ) ( )

E
V

D p
p T

k T k T

( , )
, ,

1
exp / 1

1
exp / 1

d .

p
j

j

j

jB loc, B eq

(76)

式(75)中的s(i)=±1表示能量偏差粒子的符号, 利
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用方程(76)计算局域伪温度也必须通过逆数值积分获

得. 采样步之后进行粒子的散射步,元胞j中的i粒子发

生散射的概率与声子弛豫时间相关,在单模态弛豫时

间近似下按下述表达式进行计算:

=( ) ( )P p T t
p T

, , 1 exp
, ,

.i i j
i i j

(77)

当粒子发生非弹性三声子散射时,其频率和分支

将按下述偏差伪能量分布进行重置:

×

( )

( ) ( )

D p
p T

k T k T

( , )
, ,

1
exp / 1

1
exp / 1

.

j

jB loc, B eq

(78)

散射步之后需要加入边界条件对声子输运的影响,
即进行边界处理. 常见的导热边界包括等温边界和热

流边界,热流边界的一个特例是绝热边界. 等温边界通

常按照声子“黑体”进行处理,即粒子与等温边界Tb接
触后被全吸收,而等温边界按照基于Tb的Bose-Einstein
平衡分布向计算区域发射粒子. 绝热边界通常按粒子

的漫反射和镜反射进行处理,漫反射后粒子的能量不

变、方向随机给定,镜反射后粒子的切向速度不变、

法向速度反向. 另一个值得一提的是近年来发展的周

期性热流边界,该边界条件可极大减少周期性纳米结

构中声子热输运模拟的计算量,其主要想法是在计算

区域周期性方向的两端施加一个恒定的声子分布函

数梯度[97,117].
能量偏差声子Monte Carlo算法近年又有新的进展,

主要是基于线性化的声子Boltzmann方程,包括动力型

(Kinetic Type)能量偏差格式[98]和共轭型(Adjoint-Based)
能量偏差格式[99]. 这些改良的能量偏差格式进一步提

高了原始格式的计算效率并降低了统计噪音. 尽管如

此, 当系统处于近连续区(Kn数较小但Fourier定律仍

不成立)时, MC求解声子Boltzmann方程的效率很低、

涨落很大. 这是因为声子MC中迁移步和散射步是解

耦的, 要求时间步长小于声子的弛豫时间, 而后者通

常很小, 故对于近连续区的导热问题声子MC的计算

量很大. 与此相比, 4.1节中介绍的格子Boltzmann方法

只在连续区及其附近成立, 恰好可作为声子MC方法

的一个互补. 一个有望在所有Kn数范围都有效的算法

是最近发展的声子离散统一气体动理学格式(Discrete

Unified Gas Kinetic Scheme, DUGKS)[124]. 声子DUGKS
与声子能量偏差MC类似, 均是来源于气体输运中的

对应格式[125]. DUGKS是UGKS算法的变种,由于在计

算声子分布函数时耦合了迁移步和散射步,也具有渐

近保持(Asymptotic Preserving)特性, 时间步长不受弛

豫时间大小的限制[126]. 目前声子DUGKS尚处萌芽阶

段,其数值格式的发展及在微纳尺度热输运中的应用

都有待进一步的工作.

5   讨论与展望

5.1   广义声子水动力学模型

经典声子水动力学的发展起源于热波现象的探

索,局限于N过程主导的低温导热过程. 唯象声子水动

力学经验性地将声子水动力学拓展应用到室温下微

纳尺度的热输运现象,与经典声子水动力学之间仍然

存在理论上的鸿沟. 事实上,如图1所示, “声子水动力

学”的含义不应局限于其起源之处, 准确来说代表声

子输运的宏观层次理论描述. 从这个角度看, G-K方

程是N过程主导时声子水动力学方程的一个特例, 而
Fourier定律是U过程主导时声子水动力学方程的另一

个特例. 因此中间地带还存在巨大的空白, 如低维材

料中N过程和U过程相当的热输运[46,127], 以及室温下

纳米薄膜中U过程和声子-边界散射相当的导热,这些

热输运过程还缺少相应的宏观理论描述. 本文把除了

G-K方程和Fourier定律之外的宏观导热方程称为“广
义声子水动力学模型”. 广义声子水动力学模型的发

展应基于声子Boltzmann方程,并可借鉴气体输运理论

中从Boltzmann方程导出宏观水动力学方程的各种数

学方法[48,128,129]. 声子Boltzmann方程简化形式的选择

应根据导热过程的声子散射特性: 室温下的微纳尺度

导热N过程可以忽略, 声子水动力学方程的发展应基

于单模态弛豫时间近似下的声子Boltzmann方程(13);
而低维材料中的热输运N过程和U过程相当, 声子水

动力学方程的发展则应基于双弛豫时间近似下的声

子Boltzmann方程(17). 声子水动力学模型相应的宏观

边界条件也有待进行严格的发展,正如3.2.1节中所述.
广义声子水动力学模型将在很多方面具有重要

的潜在应用, 包括声子器件中的热整流现象[130]、微

纳电子器件中的热管理[10] 和室温下的超快热输运过
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程[131]等,这些方面的详细研究思路请参见文献[11]. 为
了将广义声子水动力学模型应用于复杂纳米结构中

的热输运,还有待构建相应的数值求解框架,而第4节
中的声子格子Boltzmann方法是一个很好的选择. 广
义声子水动力学理论模型和数值框架的系统发展将

促进微纳尺度热输运的深刻理解和广泛应用.

5.2   微纳尺度输运的热力学

热力学的本质在于给系统提供简洁抽象的描述,
即通过一组完备的状态变量刻画系统的状态和演化.
描述系统状态动力学的分支称为平衡热力学(又称经

典热力学),而描述系统演化动力学的分支称为非平衡

热力学(又称不可逆热力学). 相比成熟的平衡热力学

理论, 非平衡热力学仍处于发展和完善之中. 系统的

演化往往由输运过程所致,如导热和扩散过程分别使

系统的温度和浓度发生变化. 输运理论包括微观、介

观和宏观3个层次(见2.2节),其中宏观水动力学层次的

理论描述基于系统的一组宏观状态变量,与热力学的

本质思想是一致的. 事实上, 输运理论与热力学有着

十分密切的联系. 对气体输运而言, 经典水动力学方

程可从经典非平衡热力学导出: 线性的唯象热力学力

-流关系保证了非负的非平衡熵产率,从而获得了线性

输运定律(Newton黏性定律), 将线性输运定律代入动

量平衡方程即可导出经典水动力学方程[132]. 非平衡熵

产率亦可从介观Boltzmann方程导出,这便是著名的H
定理(热力学第二定律的微观解释)的理论基础[133]. 此
外, Boltzmann方程的一阶Chapman-Enskog展开解可给

出线性输运定律和经典水动力学方程[48]. 上述气体输

运理论与热力学理论的联系总结在图9(a)中. 对声子

输运而言, 现有的Fourier定律和G-K水动力学方程均

可从声子Boltzmann方程导出(分别见2.2.3节和3.1节),
它们也都可从非平衡热力学理论导出,相应的非平衡

熵产率亦可基于非平衡统计热力学计算获得,在经典

专著[132,9]中分别有详细的介绍. 声子输运理论与热

力学理论的联系总结在图9(b)中.
近年来,微纳尺度输运理论的发展引发了微纳尺

度输运的热力学研究. 微纳尺度输运是一个高度非

平衡的过程,因而建立相应的非平衡热力学理论框架

是一个艰难的问题. 尽管前人进行了很多努力和尝

试[9,134–138],微纳尺度输运的热力学理论至今仍是一个

公开的挑战.  从历史的角度来看,经典非平衡热力学

图 9    输运理论与热力学理论的联系示意图. (a)气体输运;
(b) 声子输运
Figure 9          Schematic of the relation between transport theory and ther-
modynamic theory. (a) Gas transport; (b) phonon transport.

框架的建立是基于对传统输运过程的充分认识和线

性唯象定律的确立[139,140]. 因此,微纳尺度输运热力学

的发展也必须首先获得对微纳尺度输运的深刻洞见

及其宏观水动力学规律,然后才可能建立输运过程非

平衡熵产率和宏观水动力学的内在联系,即一个热力

学理论框架. 本文大部分内容皆在讨论微纳尺度输运

的水动力学规律,下面将简要介绍最近在微纳尺度传

热过程非平衡熵产率方面的理论进展[141].
考虑图10(a)所示平行通道中的等温微气体流动

和图10(b)所示受限空间内的微气体导热,对微纳尺度

传热过程进行非平衡熵产率的分析和计算. 由于气

体输运研究相对成熟,这里暂时没有考虑微纳尺度声

子输运的热力学分析,但是下述的理论研究很容易拓

展至声子输运过程. 相比于传统输运过程, 微纳尺度

输运中的界面效应变得明显,分子与通道壁面相互作

用不充分将带来速度滑移和温度跳跃等非平衡现象,
如图10(a)和(b)所示,壁面处的非平衡现象势必会引入

额外的不可逆性熵产. 因而, 微纳尺度输运的非平衡

熵产率既包括分子与分子之间相互作用产生的体熵产

率,又包括分子与壁面之间相互作用产生的界面熵产

率. 前人很早对稀薄气体输运中的非平衡熵产率做过

系统的研究[142–144],但近年来微纳尺度输运中的热力学

分析尚未受到恰当的考虑. 体熵产率的表达式已在经

典非平衡热力学中给出,而界面熵产率的计算必须基

于气体动理论. 下面将从Boltzmann方程出发,分别导

出微纳尺度气体传热中速度滑移和温度跳跃所致的
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图 10    微纳尺度气体流动与导热的界面熵产率计算示意

图. (a) 平行通道中的等温微气体流动, 壁面处存在滑移速

度us; (b)微气体导热,壁面处存在温度跳跃(Ts–Tw); (c)界面

熵产率的动理论基础, 界面熵产率( s
i )=紧邻壁面气体中的

熵流(J s
s )–壁面中的熵流(J s

w). 壁面附近气体中的熵流的计算

基于入射分布函数 f 和反射分布函数 +f , 它们之间的关联

通过Maxwell气体-壁面相互作用模型
Figure 10          Schematic of the derivation of interfacial entropy genera-
tion in microscale gas flow and heat transfer. (a) Isothermal gas flow in
parallel micro-channel, with a slip velocity us at the wall; (b) microscale
gas heat conduction, with a temperature jump (Ts–Tw) at the wall; (c) ki-
netic theory foundation for the interfacial entropy generation: interfacial
entropy generation ( s

i ) = the entropy flux within the gas adjacent to the
wall (J s

s )–entropy flux inside the wall (J
s
w). Thecalculation of entropy

flux within the gas adjacent to the wall is based on the gas distribution
functions of incident part f and reflecting part +f , which are related by
the Maxwell gas-wall interaction model.

界面熵产率.
界面熵产率可从壁面处的熵平衡关系获得 , 即

等于紧邻壁面气体中的熵流与壁面中的熵流之差:
= J J ,s s s

i s w 如图10(c)所示,下标s和w分别表示紧邻

壁面气体的和壁面的物理量. 首先分析图10(a)中等温

微气体流动中下壁面附近的输运过程,壁面法向热流

为零,故J s
w=0,界面熵产率变为 = J .s s

i s 由气体动理论

中熵流的微观表达式可得

= ck c f fln d ,s
yi B s s (79)

其中, c(cy)为分子无规则运动速度, fs为紧邻壁面气体

的分布函数, 可分解为撞击壁面分子(cy<0)的入射分

布函数和离开壁面分子(cy>0)的反射分布函数:

=
<

>+
f

f c
f c

, 0,

, 0.
y

y
s (80)

由于考虑的是近连续区和滑移区的微气体流动,
体区域的流动控制方程仍为经典Navier-Stokes水动力

学方程,故入射分布函数可近似取为Boltzmann方程的

一阶Chapman-Enskog展开解:

=

=
( )

f f

f m
k T

c u c µ
u
y1 ( ) ,x y

CE

eq s
s

x
2

B

2 (81)

其中, ux和us分别为气体的流向宏观速度和壁面处滑

移速度, ρ和μ分别为气体的质量密度和动力黏度, m为
气体分子的质量, f eq为Maxwell-Boltzmann局域平衡分

布函数:

=
+ +

f
m

m
k T

c u c c
k T m2

exp
( )

2 /
.x y z

eq
B

3 /2
s

2 2 2

B
(82)

反射分布函数可通过Maxwell气体-壁面相互作用

模型与入射分布函数关联:

= ++f sf c c s f T( , ) (1 ) ( ),x y 0 w (83)

其中, f0(Tw)为基于Tw的Maxwell-Boltzmann全局平衡分

布函数, s为镜参数(Specularity Parameter),表示在壁面

处发生镜面反射气体分子的比例. 为了理论发展的

简洁性, 考虑实际中最常见的完全漫反射壁面(s=0),
将式(80)–(83)代入式(79)并在速度空间进行积分, 最
终可获得速度滑移所致的界面熵产率表达式(详细的

推导过程参见文献[141]):

=
µ
T

u
u
y

.s x
i s

s

(84)

通过类似上述过程的熵平衡分析,可导出微气体

导热中温度跳跃所致的界面熵产率:
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=
q
T

q
T

,s
i

n

w

n

s
(85)

其中, qn代表法向热流密度, Tw和Ts分别为壁面温度和

紧邻壁面气体的温度. 式(84)和(85)表明,界面熵产率

正比于速度滑移和温度跳跃的大小. 换言之, 当输运

过程的特征尺寸降低时, 界面熵产率增加, 进一步的

分析表明, 系统的总非平衡熵产率也将随之增加, 这
与前人忽略界面不可逆性的热力学分析得到的结果

截然相反,揭示了微纳尺度输运热力学中界面效应的

主导作用[141].
微纳尺度输运过程的非平衡熵产率与宏观水动

力学的内在联系还没有清晰的答案. 虽然最近的一个

工作尝试建立已有唯象声子水动力学方程的拓展不

可逆热力学框架[145],但由于唯象声子水动力学方程的

经验性和局限性, 这只能算是一个引子. 未来还需要

在广义声子水动力学模型和微纳尺度输运热力学分

析两个方面进行更深入的研究工作.

6   结论

热输运理论是物理与工程学科中一个相对抽象而

艰涩的分支. 由于传统的输运理论在微纳尺度下面临

诸多问题甚至失效,微纳尺度的热输运理论变得更具

挑战性. 声子水动力学给热输运宏观建模提供了一个

富有前景的解决方案,它具有坚实的统计物理基础、

清晰的物理图像和简单的数学描述. 本文对声子水动

力学的理论基础及应用进行了一个全面的介绍.
声子水动力学是声子输运的宏观层次理论描述,

扎根于粒子动力学层次的微观理论和动理学层次的介

观理论,又与二者有显著不同,三者共同构建成一个热

传递多层次输运理论的描述体系. 声子水动力学的历

史发展脉络包括经典声子水动力学、唯象声子水动

力学和广义声子水动力学. 本文采用Chapman-Enskog
渐近展开方法求解声子Boltzmann方程,在不同阶次的

近似下导出了前人采用不同方法得到的声子水动力

学方程,给出了经典声子水动力学清晰的动理论基础.
唯象声子水动力学经验性地拓展了经典声子水动力

学的温度适用范围,为微纳尺度热输运提供了直观的

定性理解和相对准确的定量描述,然而其数理基础尚

存在一定缺失. “广义声子水动力学”的概念为严格描

述非线性热输运的宏观规律提供了新的发展思路. 为
了便于在复杂系统热输运中的应用,本文还介绍了声

子水动力学的数值求解方法的新进展,包括最近开发

的声子格子Boltzmann算法和国际前沿的能量偏差声

子Monte Carlo方法. 本文最后系统地阐述了声子输运

理论与非平衡热力学理论之间的联系,介绍了微纳尺

度输运热力学方面的进展,并尝试指明了未来的探索

方向. 希望本文可促进热输运宏观理论和声子水动力

学的进一步发展及应用.
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Phonon hydrodynamics: progress, applications and perspectives

GUO YangYu & WANG MoRan*

Department of Engineering Mechanics, Tsinghua University, Beijing 100084, China

Phonon hydrodynamics is an effective macroscopic method to study heat transport in dielectric solid, which has a clear
and intuitive physical picture, and also an elegant and unified mathematical description. The present work provides a
systematic summary of its theoretical foundation, historical line, recent progress and applications. The historical line of
phonon hydrodynamics consists of three stages in all: the classical phonon hydrodynamics, phenomenological phonon
hydrodynamics and generalized phonon hydrodynamics. The unified kinetic theory framework for classical phonon
hydrodynamics is first elaborated, with an incorporation of various previous phonon hydrodynamic equations valid in
different situations through a Chapman-Ensokg expansion solution to phonon Boltzmann equation. The main idea and
content of phenomenological phonon hydrodynamics is then summarized, together with its application in nanoscale
heat transport. Its historical logic and limitation is therefore elucidated along the classical phonon hydrodynamics.
Meanwhile, to foster the wide applications of phonon hydrodynamics in complex systems, we give an introduction to
the recent advance of corresponding numerical schemes, including both phonon lattice Boltzmann method and phonon
Monte Carlo method. Finally, the perspectives of phonon hydrodynamics are discussed towards a more accurate
description of heat transport in nanosystems. The generalized phonon hydrodynamics is interpreted in terms of its
connotation and denotation, as well as the nonequilibrium thermodynamic foundation. The present work aims at
promoting the further development of phonon hydrodynamics and its application in uncovering the mechanisms of heat
transport in extreme situations.

phonon hydrodynamics, macroscopic model, nanoscale heat transport, nonequilibrium thermodynamics

PACS: 44.10.+i, 63.22.-m, 05.20.Dd, 05.70.Ln

doi: 10.1360/SSPMA2016-00408

Downloaded to IP: 101.6.32.27 On: 2017-06-06 16:39:12 http://engine.scichina.com/doi/10.1360/SSPMA2016-00408

https://doi.org/10.1360/SSPMA2016-00408

	声子水动力学: 进展、应用与展望
	摘要
	1 引言
	2  声子输运的理论基础
	2.1  声子的基本概念
	2.2  声子输运的多层次理论描述体系
	2.2.1 微观描述
	2.2.2 介观描述
	2.2.3 宏观描述


	3  声子水动力学
	3.1  经典声子水动力学模型
	3.1.1 零阶展开解
	(1)  亚一阶近似
	(2)  完全零阶展开解

	3.1.2 一阶展开解

	3.2  唯象声子水动力学模型
	3.2.1 控制方程与边界条件
	3.2.2 应用实例: 纳米薄膜中的面向导热


	4  声子水动力学模拟及在微纳尺度热输运中的应用
	4.1  声子输运的格子Boltzmann模拟
	4.2  声子输运的直接Monte Carlo模拟

	5  讨论与展望
	5.1  广义声子水动力学模型
	5.2  微纳尺度输运的热力学

	6  结论
	致谢
	参考文献



